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A generalized quantum mechanical BoLTzMANN equation is derived for the one particle distri-
bution operator of a dilute gas consisting of molecules with arbitrary internal degrees of freedom.
The effect of an external, time-independent potential on the scattering process is taken into
account. The collision term of the transport equation contains the two-particle scattering operator
T and its adjoint in a bilinear way and is non-local. The conservation equations for number of
particles, energy, momentum and angular momentum as well as the H-theorem are deduced from
the transport equation. One obtains the correct equilibrium distribution operator even in the
presence of an external field (e.g. for particles with spin in a homogeneous magnetic field). Some
special cases of the generalized BoLTZMANN equation are discussed treating position and momen-
tum of a particle as classical variables but characterizing the internal state of a molecule by
quantum mechanical observables. Using the local part of the collision term only and considering
molecules with degenerate, but sufficiently separated internal energy levels one arrives at the
WALDMANN-SNIDER equation, which in turn comprises the WALDMANN equation for particles
with spin and the Wa~xe CrHANG-UHLENBECK equation. Special attention is drawn to the case of
particles with spin in a magnetic field. Finally, for particles with spin, the local conservation
equation for angular momentum, i.e. the BARNETT effect (magnetization by rotation) and the
antisymmetric part of the pressure tensor are derived from the generalized BoLTzMANN equation

with non-local collision term.

Grundlage einer kinetischen Theorie zur Behand-
lung von Transportvorgéngen in Gasen (von ,,mittle-
rem Druck‘‘1) bildet eine ,,BoLTzMANN-Gleichung .
Darunter verstehen wir hier eine Transportgleichung
fir die Einteilchen-Verteilungsfunktion, die im
(momentanen) Stoterm nur ZweierstoBe beriick-
sichtigt. Erstmals wurde eine solche Transportglei-
chung von BorLTzMANN im Jahre 1872 angegeben 2.
Die klassische BorrzmMaNN-Gleichung gilt fiir ein-
atomige Gase. Zur Charakterisierung des Stofes
wird der StoBparameter beniitzt. Statt dessen kann
im Stolterm der BorTzmaxN-Gleichung auch ein
differentieller Wirkungsquerschnitt verwendet wer-
den. Da der Wirkungsquerschnitt jedoch eine quan
tenmechanische GroBe ist, kann die so abgednderte
BorrzmanN-Gleichung auch als eine quantenmecha-
nische Transportgleichung fiir einatomige Gase auf-
gefallt werden, da fir Gase die mit der Bewegung
eines freien Teilchens verbundenen Quanteneffekte
vernachléssigbar sind.

Die innere Struktur eines Molekiils ist nur quan-
tentheoretisch zu verstehen, daher sollte man zur
Formulierung einer BoLTzMANN-Gleichung fiir mehr-
atomige Gase nicht eine klassische Gleichung zu ver-
bessern versuchen, sondern von der Quantentheorie
* Dissertation Universitat Erlangen-Nirnberg 1967.
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ausgehen. Eine quantenmechanische Transportglei-
chung fiir mehratomige Gase wurde von WanNa
CraNG und UHLENBECK3 angegeben (WCU-Glei-
chung). Sie erwies sich als besonders niitzlich zum
Verstandnis der Volumviskositdt und der Schall-
dispersion; dabei sollten die Molekiile als kugel-
symmetrisch angenommen werden. WALDMANN4
leitete eine Transportgleichung fiir Gase aus Spin-
teilchen ab, welche besonders geeignet ist, jene Pha-
nomene zu beschreiben, die mit der Abweichung der
Molekiile von der Kugelsymmetrie verknipft sind.
Dies sind z.B. die Ausrichtung (Polarisation) der
Teilchen bei Transportvorgingen (in Gasen beste-
hend aus Teilchen mit Spin) und der Einflul eines
auBleren Magnetfeldes auf die Transportkoeffizien-
ten: SENFTLEBEN-Effekt.

Einen Uberblick iiber die Grenzen der Anwend-
barkeit der beiden erwahnten Transportgleichungen
fur mehratomige Gase gab WaLpmMANN 3. Die WCU-
Gleichung namlich gilt nur fiir jene Gase, deren Mole-
kiile hinreichend weit auseinander liegende, nicht-
entartete Energieniveaus besitzen ; die WALDMANN-
Gleichung dagegen fiir Molekiile mit einem entarte-
ten Energieniveau (Teilchen mit Spin). Fir Mole-
kille mit weit auseinander liegenden, entarteten
3 C. S. WaNg CHANG u. G. E. UBLENBECK, Eng. Res. Inst.

Univ. Michigan Report CM 681 [1951].

4 L. WaLDMANN, Z. Naturforschg. 12a, 660 [1957]; —
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Energieniveaus wurde von WALDMANN (siehe 1,
S. 490) eine Transportgleichung vorgeschlagen und
spater von SNIDERS abgeleitet.

Eserscheint wiinschenswert, eine verallgemeinerte
Borrzmax~-Gleichung fiir mehratomige Gase mit
beliebigen inneren Freiheitsgraden abzuleiten, in
der dann die WCU- und die WALDMANN-Gleichung
als Grenzfille enthalten sind. Fir ein rdaumlich
homogenes Lorentzgas wurde diese Aufgabe bereits
von WALDMANN7? gelost. Die vorliegende Untersu-
chung hat zum Ziel, eine dhnliche Transportglei-
chung fir ein reines Gas abzuleiten. Dartiber hinaus
soll hier der Einflul} eines dulleren, zeitunabhéngi-
gen Feldes auf den Stovorgang beriicksichtigt wer-
den. Die dadurch bedingten Modifikationen des
StoBterms der Transportgleichung sind besonders
interessant fiir den Fall der (ungeladenen) Teilchen
mit Spin in einem &uleren homogenen Magnetfeld.
Zwar ist der Einflull des Magnetfeldes im StoBterm
vernachlissigbar bei der Untersuchung des Senft-
lebeneffektes®, doch erlaubt die verallgemeinerte
Boltzmann-Gleichung die Ableitung der richtigen
Gleichgewichtsverteilungsfunktion, eine exakte For-
mulierung der Energieerhaltungsgleichung und die
Ableitung der Brocuschen Gleichung fiir die Spin-
relaxation nur dann, wenn diese Vernachldssigung
nicht gemacht wird. Zum anderen hat man bei der
Energie der Spinteilchen im Magnetfeld einen Fall
vor sich, wo die Aufspaltung der Energieniveaus in
Abhéngigkeit von der Stiarke des Magnetfeldes alle
Werte durchlaufen kann zwischen dem, der Voraus-
setzung ist fir die Giiltigkeit der WaLpMaNN-Glei-
chung (keine Aufspaltung, kein Feld) und dem fir
die Giltigkeit der WCU-Gleichung erforderlichen
Wert (starke Aufspaltung).

Die StoBterme der klassischen Borrzmax~-Glei-
chung, der WCU- und der WarLpmax~N-Gleichung
sind lokal, d. h. die beiden im Stoflterm vorkom-
menden Verteilungsfunktionen sind am gleichen
Ort zu nehmen und es tauchen auch keine Orts-
gradienten der Verteilungsfunktionen im StoBterm
auf. Fir die Berechnung von Transportkoeffizienten
ist die Annahme der Lokalitidt des Stofles von ge-
ringer Bedeutung, sofern die Dichte des Gases hin-
reichend klein ist. Es ist aber gerade auf die Lokali-
tat des StoBterms zuriickzufiihren, dal aus der

6 R. F. SNIDER, J. Chem. Phys. 32, 1051 [1960].

7 L. WALDMANN, Quantum-theoretical Transport-equa-
tions for Polyatomic Gases, in: Statistical Mechanics of
Equilibrium  and Non-equilibrium, ed. J. MEIXNER,
North-Holland Publ. Co. Amsterdam 1965.
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WarpmaNN-Gleichung fir Teilchen mit Spin keine
Erhaltungsgleichung fiir den Drehimpuls gewonnen
werden kann. Der Stoffterm der hier abzuleitenden
quantenmechanischen Transportgleichung wird sich
als nicht-lokal erweisen und die Ableitung der
Drehimpulserhaltungsgleichung (sowohl ,,global*
als auch ,,lokal’) gestatten.

A. Ableitung der verallgemeinerten Boltzmann-
Gleichung

§ 1. Grundlagen

Ein Gas, bestehend aus N gleichen Molekiilen mit
beliebigen inneren Freiheitsgraden, moge sich in
einem ,,Kasten’ mit dem Volumen Q2 befinden. Zur
quantenmechanischen Beschreibung eines solchen
N-Korper-Systems bedient man sich am besten der
Methode der 2. Quantelung. So wird z. B. der Ope-
rator n(p, I) der Anzahl der Teilchen mit Impuls p,
die sich in einem durch die Quantenzahl I charak-
terisierten inneren Zustand befinden, gegeben durch

n(P’ I):aT(p’l)a(P’ I) (11)

Hier sind a', a die entsprechenden Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren. Zur Abkiirzung der
Schreibweise werde der Zustand eines Teilchens
statt durch p;, I; einfach durch 1 charakterisiert.
Der Teilchenzahloperator in diesem Zustand ist
also:

n=aifa;. (1.1a)

Die Vertauschungsrelationen der Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren lauten:

[a1,a2] = [a1f, a5 =0, [a1,a2t] = d12, (1.2)

wobei 012 = 0, p, 01, 1,ist. Es werde Bose- EINSTEIN-
Statistik angenommen, die eckige Klammer bedeu-
tet dann den Kommutator.

In p, I-Darstellung ist die Energie eines freien
Teilchens (bei Abwesenheit eines dulleren Feldes)
diagonal.

B = (g, pi?+en) )b = Kidue. (13)

Dabei ist m die Masse eines Teilchens und ey, seine
innere Energie im Zustand ;. Bei Gegenwart eines
aulleren, zeitunabhidngigen Feldes lautet die Ener-
gie eines ,.freien”, d. h. nicht stoBenden Teilchens

E11 = K1611" + Bar . (1.4)
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Bs1-ist die FourIERr-Transformierte der potentiellen
Energie eines Teilchens im dufleren Feld. Fiir den
Fall der elektrisch neutralen Teilchen mit Spin in
einem homogenen Magnetfeld ist

Bll': _th(h.s)MlMl'aPlPl" (15)

Hier treten die magnetischen Quantenzahlen M,
M- des vektoriellen Spinoperators s anstelle von
I, Iy und es ist ey =0. Der Einheitsvektor in
Richtung des dulleren Magnetfeldes ist h (Betrag
des Feldes: H). Die Prazessionsfrequenz des Spins
um die Richtung von h ist

og=pH|SH, (1.6)

wobei pu der Betrag des magnetischen Moments
eines Teilchens und S der Betrag des Spins ist.

Das Zwei-Teilchen-Wechselwirkungspotential sei
V, Vig,1-er ein zugehoriges Matrixelement. Der
HamriroN-Operator des Gesamtsystems lautet dann
H= ZEn'a'{ay - % Z V12,1'2'a.{a;al'a2' . (17)

11 12,17 2
Dabei bedeutet Z Summation tber p;, I;. Unter

1
Weglassung der Indizes kann (1.7) auch in der fol-
genden Form geschrieben werden:

H=a"Ea+ ta'a'Vaa. (1.7a)

In der HrisexNBERG-Darstellung sind die Erzeu-
gungs- und Vernichtungsoperatoren zeitabhingig.
Die Bewegungsgleichung fir a; lautet:

1h aal/a-t = [a1, H].
Eine analoge Gleichung gilt fiir «]. Mit Hilfe des

HawmivLToN-Operators (1.7) erhdlt man

i h Oay/ct = ZEn'al' = Z V12,1'2'af§a1ra2' « (1.9)
b i 2,17 2

(1.8)

Diese Gleichung lautet in einer (1.7a) analogen
Schreibweise

ihdajdt =Ea+a'Vaa. (1.9a)
Die entsprechende Gleichung fiir af ist
ihdat/dt = —a'E —afa’Va. (1.10)

§ 2. Verteilungsmatrizen

Die N-Teilchen-Dichtematrix eines Ensembles
gleicher N-Teilchen Systeme sei p mit der Nor-
mierung$8

Spo=1. 2.1)
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Die Einteilchen-Verteilungsmatrix F in p, I-Dar-
stellung wird definiert durch:

Fplll,}n'lx' = Fll' == Sp (9 ail/al) . (22)

Da p hermitesch ist (im Sinne der 2. Quantelung),
gilt

Fi, = Fy1, (2.3)

d. h. F ist hermitesch beziiglich seiner Indizes 1 1’.
Die Diagonalelemente F;; sind reell und geben

den Ensemble-Mittelwert der Zahl der Teilchen im

Zustand 1 an. Fiir die Normierung von F gilt:

ZF]]_ET!‘FZN. (24)
1

Analog definiert man die Zweiteilchen-Verteilungs-
matrix:

F3 o =Sploa'yalyaras). (2.5)

In der HEeIisENBERG-Darstellung ist die Dichte-
matrix g zeitunabhingig. Die Zeitabhingkeit von F
und F® wird allein durch die Zeitabhingigkeit der
Operatoren a', a bestimmt. Somit ist

.. OF 1 .5 Caty .5 Oa

ik »_a%— =Sp{p (z h —a-tl— ay+al ik ”catl ) . (2.6)
Unter Verwendung von (1.9) und (2.2), (2.5) findet
man:

ih aFll'/at = Z (E13F31' = F13E31')

3
2 2
a1 Z (Va1,38 F 12 — FR3q Vaa,i2) -
2,34

2.7)
Setzt man Z:Tl‘z so lautet (2.7) in Operator-

schreibweise :
thOF |t = [E, F] + Tre[V, F®@]. (2.8)

Gl (2.7) bzw. (2.8) ist die erste Gleichung einer
quantenmechanischen Hierarchie der Verteilungs-
matrizen. Diese Gleichung fiir # kann nur geldst
werden, wenn — zumindest naherungsweise und
unter gewissen einschrinkenden Annahmen — F(®
als Funktional von F bekannt ist. Um einen funk-
tionalen Zusammenhang zwischen F(® und F zu
finden, wird nicht die Bewegungsgleichung fiir F(2
untersucht, sondern — im Anschlufl an eine von

8 Im folgenden wird ,,Sp*‘ nur bei Mitteilungen iiber die
Dichtematrix verwendet, ,.,Tr* wird beniitzt fiir die
Summation iiber p und I. Die Spur iiber Spinindizes
allein wird mit ,.tr’° bezeichnet.
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WyLp und FrIED? beniitzte Methode (zur Ablei-
tung einer kinetischen Gleichung fur ein rdumlich
homogenes Gas, bestehend aus Teilchen ohne innere
Freiheitsgrade) — die Bewegungsgleichung fur die
folgende Grofle

Ci2(t) = a1 (t) az (t) (2.9)

niaherungsweise und asymptotisch fir Zeiten, die
grol} sind gegen die Dauer eines Stolles, gelost.
Kennt man den ,,Korrelationsoperator*‘ C, so kann
F@ gewonnen werden gemdafl Definition (2.5), also

FR15 =Sp(eChra C1) . (2.10)
§ 3. Asymptotische Losung fiir C

Die Bewegungsgleichung fiir die gemal (2.9) de-
finierte Grofic C lautet:

i1 302/t = > (Bh13Ca3 + Ha3C31)
3

+ > Vi2,45Css
%

+ > (Vis,a5a'3as + Vg s5a'3a1) Cys.
3,45

(3.1)

In dieser Form ist auch diese Gleichung nicht l6sbar.
Man erhélt jedoch eine gendherte, 1osbare Gleichung
fur C allein, wenn man die letzten beiden Terme
vernachlédssigt. Dies bedeutet, dall man beim Stof3
zweier Teilchen den Einfluf} all der anderen Teilchen
auf diesen Vorgang auller acht 1at. Fiir hinreichend
kleine Dichte des Gases ist der bei dieser Nédherung
begangene Fehler sicherlich gering. Das zeigt auch
eine Untersuchung von WyLp und Friep9, welche
die in den beiden letzten Termen von (3.1) vorkom-
menden Operatoren a'a durch ihren Mittelwert F
ersetzen und dadurch im Stoflterm der BoLTzMANN-
Gleichung Glieder 3. und 4. Potenz in F erhalten,
die bei geringer Dichte aber vernachlassigbar klein
sind. Die genaherte Gleichung fir C lautet mit

E12,31 = E13024 + Es3014 (3.2)
ihC1a/ot = (F12,31 + Viz,34) C3a, (3.3)
3
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oder in Operatorschreibweise:
ihdC/t=(E+V)C (3.4)

In dieser Form ist die gendherte Bewegungsglei-
chung fir C formal einer SCHRODINGER-Gleichung
fiir den ZweierstoB dhnlich; an die Stelle der Zwei-
teilchen-Wellenfunktion tritt hier der Zweiteilchen-
Korrelationsoperator (. Es ist deshalb wohl nicht
verwunderlich, wenn bei der asymptotischen Losung
fir sehr groBle Zeiten die Streumatrix 7' ins Spiel
kommt. WyLDp und FRrRIED? beniitzten zur Losung
von (3.4) die Methode der LapLacE-Transformation;
hier soll ein physikalisch ,,einsichtigeres‘‘ Verfahren
verwendet werden.

Zur Zeit typ moge der Operator C bekannt sein;
und zwar sollen die zu einer spateren Zeit stoenden
Teilchen zur Zeit fy noch hinreichend weit von-
einander entfernt und nicht ,,korreliert* sein; d. h.
die zu C(tp) gehorende Zweiteilchenverteilungs-
matrix F @) (tp) laB3t sich dann durch ein (symmetri-
siertes) Produkt zweier Einteilchen-Verteilungs-
matrizen ausdriicken.

F]O 12 (to) = Sp (0 CT12/ (to) C12(to))

= § (F11 (to) Faz' (to) + F12' (o) F21-(t0)) . (3.5)
Die Losung der Gl. (3 4) lautet
C(t) = exp{—(i/h) (B + V) (t — to)} C(to) . (3.6)

Ohne das Wechselw1rkungspotentlal V wiare C ge-
geben durch :

CO (t) = exp{— (i/h) E(t — to)} C(to) . (3.7)
Die Losung C (t) hingt mit €0 (t) zusammen gemaf3
city="U,_,CO(t). (3.8)

Der unitére Operator
) (E + V)t}exp{— (i/k) Et} (3.9)
charakterisiert den Einflull des Wechselwukungs—
potentials auf den Bewegungsvorgang. Von der
Existenz gebundener Zustdnde soll abgesehen wer-

den. Das Vorzeichen von ¢ in (3.9) wurde in Uber-
einstimmung mit Haac 10 gewihlt.

U, = exp{(i/h

Der Zusammenhang zwischen C(tf) und C© (¢) kann jedoch noch auf eine andere Weise angegeben
werden, die uns zu einer Integralgleichung fiir U, fiihrt. Dazu werde zunichst die Differentialglei-

chung (3.4) in die Integralgleichung
O(t) = exp{—

9H.W.WyrLp u. B. D. Friep, Ann. Phys. N. Y. 23,
374 [1963].

(i) E (t — to)} C (to) — z/hfe}\p{

@R E¢t—rt)vew)ar (3.10)

10 R. Haac, Quantum Theory of Collision Processes, in:
Boulder Lectures in Theoretical Phys. III, New York
1961.
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umgeschrieben und fiir das unter dem Integral stehende C(t') Beziehung (3.8) beniitzt. Nach einer

Umbenennung der Integrationsvariablen erhalt man

C(t) = (l — ik foexp{(i/h) Bty VU, _,_.exp{— (i/k) E7} dt) co ().

to—t

(3.11)

Ein Vergleich von (3.8) mit (3.11) liefert eine Integralgleichung fir U;. Definiert man den Operator

Ti=VU,,

so lautet diese Gleichung fir 7';

0
Ty, = V(1 —ilh[exp{(i/h) Ex} - T,,_,_,exp{— (i/k) E<}d7).

to—t

(3.12)

(3.13)

Wir interessieren uns fir die Limes (! — #p) — co und bezeichnen 7'_o,= 7'. Fir jedes endliche 7 ist
das unter dem Integral vorkommende 7, _,_, durch 7 zu ersetzen. Die Gleichung fiir 7' lautet somit

T=V(Q1—ih joexp nt/h} {exp{(i/h E v} T exp{— (i/k) Et} d7).

—o0

Dies ist die LipPMANN-SCHWINGER-Gleichung fir
den Streuoperator 7' in unitér invarianter Form.
Der Faktor e"" wurde eingefiigt, um auslaufende
Wellen auszusondern (7>0). Diese Gleichung
nimmt eine etwas vertrautere Form an, wenn man
eine Darstellung beniitzt, in der E diagonal ist.

Beniitzt man anstelle eines Indexpaares 12 den
Index « und fordert

{a |El o) = Eaaaa’ ,
so lautet (3.14) nach Ausfiihrung der Integration
iiber T

Toa = E Vo (aa”a’ =t 7.

1
T E ) T

(3.15)

Das ist die gewohnliche LIPPMANN-SCHWINGER-
Gleichung fiur 7', bis auf den Unterschied, daf B
hier nicht nur die kinetische und innere Energie,
sondern auch die potentielle Energie in einem &ule-
ren Feld enthilt.

Zur weiteren Vereinfachung der Schreibweise
werde nun noch definiert

0
Po=y, [ esplrmiyexp(m B}

-Texp{— (i/k) E<} (3.16)

T = s J ilhl exp{— (n/h) 7} exp{(i/h) E 7}
0

- T exp{— (i/h) E 1} .

(3.14)

Dabei ist zu beachten, daB man hier 7' vor der
Ausfithrung der Integration iiber 7 nicht auf der
., Energieschale’* nehmen darf, da sich sonst die
beiden £ enthaltenden Exponentialfaktoren gegen-
seitig wegheben wiirden. Mit (3.16) lautet asympto-
tisch (t—t9—oo) der Zusammenhang (3.11) zwi-
schen C'(t) und CO (t):

Ot)y=(1—2niT ) CO ) (3.17)

und die L1pPMANN-SCHWINGER-Gleichung schreibt
sich

Analog erhélt man durch Ubergang zum HERMITE-
schen der beiden obigen Gleichungen

Ctt)y=CcOt)(1+2aiT]_)) (3.19)
und Tt=(1+2=T}_ )V, (3.20)
wobei Py =(T_). (3.21)

§ 4. Verallgemeinerte Boltzmann-Gleichung

Die in §3 gegebene Losung von C fir grofle
Zeiten wird nun fir die Ableitung der verallgemei-
nerten BorLTzMANN-Gleichung in folgender Weise
beniitzt: Zunichst werde eine Losung fir F(® ge-
sucht, die gilt fiir eine Zeitspanne 0 <t <ty (tp=0),
wobei t; die Dauer des freien Fluges eines Teilchens
zwischen zwei ZusammenstoéBen ist; in dieser Zeit-
spanne soll also ein Teilchen einen Stof3 erleiden. Ist
die Dauer des StoBes {5 sehr kurz gegen ¢y, so werden
fast alle wahrend dieses Zeitintervalles erfolgten
StoBe ,,abgeschlossen‘’ sein. Vernachlissigt man die
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(etwa im Verhaltnis ¢s/ty am Ende des Zeitintervalls
vorliegenden) ,,angefangenen® Stofe, so kann F(2)
mit Hilfe der Beziehung (2.10) durch die asymptoti-
schen Losungen (3.17) und (3.19) fiir C () und C7 (¢)
ausgedriickt werden. Somit ergibt sich:
FR oy () =2 (1 —2aiT))12,34
34,3'4’
F%e M4 270T 1 )gar1e . (41)

Dabei wurde benititzt, daf3

F&% () =Sp(o C¥L () C (1)) . (4.1a)

In der kiirzeren Operatorenschreibweise lautet
Gl (4.1):

FO@U) =(1—2riT) FRO@)(1+27:T 1)),

(4.2)

In der Bewegungsgleichung (2.8) fiir die Einteilchen-
verteilungsfunktion ¥ kommt der Kommutator
[V, F®] vor. Unter Beachtung der Beziehungen
(3.18) und (3.20) erhélt man mit (4.2):
[V, FO) (t)] = T F@O (1) — FeO (1) T

+27i(TFROW)T 1, + T _,FeO@H) T . (4.3)

Auf der Energieschale gilt, wie man bei Verwendung
einer Energieeigendarstellung einsehen kann, fiir
jeden 2-Teilchen-Operator A4 :
TI‘g(TA T?i) —!—— T(_)A TT) =

=Tro(TATHY =Tr(TATY. (4.4)

Dabei ist

T=Tu+To. (4.5)

T ist nur auf der Energieschale von Null verschie-

den, was man sofort einsieht, wenn man eine Dar-

stellung (nicht notwendig p, I-Darstellung) wihlt,

in der £ diagonal ist und dann die Integration iiber

7 ausfiihrt. Sei

(2|E|1'2) = (B + E3) 0117 022 = E12 011/ 0227,
(4.6)

dann wird
Ti2,10° = T12,12° 0 (B1 + E2 — Evv — Eg/) . (4.7)

Mit (4.3) und (4.4) lautet die gendherte, fiir Zeiten
t aus dem Intervall 0 <t <t; giiltige Bewegungs-
gleichung fir F(t):
thOF (t)/0t =
= [E,F(t)] + Tr2{27¢ T FO (t) FO (¢) Tt

+ TFO () FO (1) — FO (t) FO (1) Tt} . (4.8)
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Dabei wurde beachtet, dall F(20) (¢) (siehe 4.1a) ge-
mal (3.6) einem symmetrischen Produkt zweier
FO) (t)y=exp {— iEt/h} F(0) gleich ist. Besitzen T
und T' die richtigen Symmetrien, so ist es nicht
notig FO (t) FO (t) zu symmetrieren.

Um von Gl. (4.8) zu einer verallgemeinerten
Borrzmann-Gleichung (giiltig fir beliebig grofle
Zeiten) tberzugehen, werde zunichst die Einteil-
chen-Verteilungsmatrix Fy im Wechselwirkungs-
bild eingefiihrt:

F(t) = exp{— (i/h) Bt} Fy(t) exp{(i[k) Et} .
(4.9)

Beachtet man, daf die im Stof3term vorkommenden
Operatoren T, T, T mit £ vertauschbar sind, so
lautet Gl. (4.8) tir Fy:

AF (t)/et = Tra 22k {TF(0) F(0) T +
+1/27i (T F(0)F(0) — F(0) F(0) T}
= Try I(F (0) F(0)). (4.10)

Die Losung dieser Gleichung fiir die grofite zu-
lassige Zeit ¢ = t; ist nach Division durch t¢¢:

(Fy (tr) — Fy(0))t = Trs I(F(0) F(0)) . (4.11)

Nun werde angenommen, dal} bei einer Iteration
der Gleichung (4.11) wiederholt zu beliebigen Zeiten
t>0 (wie bei t=0) im Stoliterm F® () durch
F (t) F (t) ersetzt werden darf (,,molekulares Chaos*).
Diese Annahme gilt sicherlich nicht fiir das exakte
F (t), sondern nur fur eine ,,geglattete’ Verteilungs-
matrix f(t). Da die Zeit des freien Fluges t; zwischen
zwei StoBen eines Teilchens klein sein soll im Ver-
gleich zu ,,makroskopischen‘‘ Zeiten, kann der Diffe-
renzenquotient auf der linken Seite von (4.11) durch
einen Differentialquotienten ersetzt werden. Das
bedeutet, fiir die ,,geglittete’ Verteilungsmatrix
f(t) wird gesetzt:

(fw(t 4 tr) — fw () /ts ~ ofw(t)/ct .
Fir  f(t) = exp{— (i/h) Et} fw(t) exp{(i/k) E t}

erhilt man schlieflich die folgende verallgemeinerte
Bovrrzmaxy-Gleichung :

ot — 1)ik[E, f]
= 2a/h Tro{Tff Tt + 1/27i (Tff — f{ TH}.

(4.12)

(4.13)

Dabei ist 7' nur auf ,,seiner** Energieschale von Null
verschieden (siche 4.7); 7 und 7'f sind auf den
durch ihre Indizes bestimmten Energieschalen zu
nehmen.
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Gl. (4.13) ist eine Verallgemeinerung der bekann-
ten BorTzMANN-Gleichungen in mehrfacher Hin-
sicht:

1. Obige BoLTzMANN-Gleichung gilt fiir Molekiile
mit beliebigen inneren Freiheitsgraden. Wie im
Teil C gezeigt werden wird, sind die WALDMANN-
Gleichung fiir Teilchen mit Spin und die WCU-Glei-
chung fiir Molekiile mit nicht-entarteten, weit aus-
einander liegenden inneren Energieniveaus als
Grenzfille darin enthalten.

2. InGl. (4.13) wird der Einflul eines dulleren, zeit-
unabhingigen Potentials beriicksichtigt. Zum einen
enthilt nimlich £ im Kommutator auf der linken
Seite von (4.13) diese Energie, zum andern sind auch
T, T, Tt gemaB (3.14), (4.5) iiber E von diesem
duBeren Potential abhiangig. Es wird gezeigt wer-
den, daB (4.13) die richtige Gleichgewichtsvertei-
lungsfunktion in Gegenwart eines duBleren Feldes
liefert.

3. Derin(4.13) vorkommende Stotermist,,nicht-
lokal®. Fiir viele Anwendungen wird es geniigen,
den StoBterm zu ,lokalisieren“ und die ,,Nicht-
lokalitatseffekte* zu vernachléssigen. Der allgemei-
nere, nicht-lokale Stofterm wird es jedoch gestat-
ten, die Drehimpulserhaltung (global: siehe Teil B;
lokal: Teil D) fir Teilchen mit Spin zu formulieren.

Im Teil B sollen nun zunichst einige allgemeine
Eigenschaften der Transportgleichung (4.13), wie
z.B. die Formulierung der (globalen) Erhaltungs-
sitze und das H-Theorem untersucht werden. Dabei
erhilt man auch die unter 2. erwahnte richtige
Gleichgewichtsverteilungsfunktion in Gegenwart ei-
nes duBeren Feldes.

B. Erhaltungsgleichungen. H-Theorem
§ 5. Eigenschaften der T-Matrix

Die Erhaltungsgleichungen fiir das Gas folgen aus
den Erhaltungssitzen fiir den Zweierstol3, der durch
die 7'-Matrix beschrieben wird. Es erscheint deshalb
nitzlich, vor Formulierung der Erhaltungsgleichun-
gen die ihnen zugrunde liegenden Eigenschaften der
T-Matrix anzugeben.

a) Optisches Theorem

Die Streumatrix 7' ist mit der S-Matrix verkniipft
gemél

8=1—2xriT. (5.1)
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Aus der Unitaritdat von S (siehe 10, es sollen keine
gebundenen Zustéinde vorliegen)

St =1=g88t" (5.2)

folgt zum einen

T—Tt=—27iTtT. (5.3)
In (5.3) kann auch links und rechts ein Querstrich
weggelassen werden. Um dies einzusehen, beniitze
man eine Energieeigendarstellung. In unitir-inva-

rianter Schreibweise erhialt man somit das optischer
Theorem

T—Tt=—2xiTtT = —2iTIT. (54)

Beziehung (5.4) wird die Erhaltung der Teilchen-
zahl gewéahrleisten
Aus dem 2. Teil der Gl. (5.2)

SSt=1 (5.5)
folgt analog zu (5.5)
T—T'=—2aiTTt=—27:iTTt. (5.6)
Mit (5.4) erhilt man somit die Gleichung
Frif= T, (6.7)

welche wesentlich ist fiir den Beweis des H-Theo-
rems.

b) Erhaltungsgréfen
1. Energieerhaltung

Da der HamirroNian als zeitunabhéingig ange-
nommen wurde, bleibt beim Stof} die Gesamtenergie
— das ist fiir hinreichend grole Entfernung der bei-
den stoBenden Teilchen £ — erhalten. Also gilt auf
der ,,Energieschale‘

[E,T]=0.

2. Galilei- und Translationsinvarianz

(5.8)

Die weiteren Erhaltungssitze werden besonders
einsichtig, wenn man Orts- und Impulsoperatoren
xi, p; (¢t = 1, 2) der beiden wechselwirkenden Teil-
chen bzw. die zugehorigen Schwerpunkts- und Re-
lativoperatoren

X=14%(x1+22), x2=2x— 23, (5.9)
P=pi+p2, prz=3%(p1—p2) (5.10)

beniuitzt, die den Vertauschungsrelationen 1!
(X4, Pyl = [®124, Pr1ov]) = 1ROy (5.11)

und [Xu, p12s] = [124, Py] = 0

11 Griechische Indizes bezeichnen Komponenten eines Vek-
tors (allgemeiner eines Tensors n-ter Stufe) beziiglich
eines cartesischen Koordinatensystems (z.B. u =1, 2, 3).



1878

geniigen und sodann das Wechselwirkungspoten-
tial V und die 7-Matrix als Funktion dieser Opera-
toren aufgefaf3t. (¥ und 7' konnen iiberdies von den
inneren Quantenzahlen abhingen.) Das Wechsel-
wirkungspotential werde als GALILEI- und trans-
lationsinvariant angenommen:

V= V(xlz,plz) . (512)

Wirkt keine dulere Kraft, so bleiben der Bewe-
gungszustand des Schwerpunktes X und der Ge-
samtimpuls P beim Stof erhalten, d.h.

[X,T]=0 (5.13)

und [P, T]=0. (5.14)

Daher kann 7" weder von X noch von P abhingen,
also

T =T (%12, p12) - (5.15)

3. Rotationsinvarianz

Ist V rotationsinvariant und wirkt kein duBeres
Drehmoment, so bleibt der Gesamtdrehimpuls J
beim Stof3 erhalten. Der Drehimpuls eines Teilchens
setzt sich zusammen aus Bahndrehimpuls I=x X p
und inneren Drehimpuls (Spin) %#s. Der Gesamt-
drehimpuls J ist dann

J=XXP+ Lo+ h(s1+ s2) (5.16)

mit lis = %12 X p12.

Wegen (5.13, 14) lautet die Aussage iiber die Er-
haltung des Gesamtdrehimpulses:

[(liz + %i(s1 + s2)), T]=0. (5.17)

§ 6. Erhaltungsgleichungen

Bevor die (globalen) Erhaltungsgleichungen ab-
geleitet werden, erweist sich als zweckmaBig, zu-
niachst den Stofterm der Borrzmann-Gleichung
(4.13) umzuformen ; und zwar wird fiir den Verlust-
stoBBterm die Identitat

Tff—HTT=3(T — T+ {13(T— T
+ 3T+ THff— 13T+ T
beniitzt, dann das optische Theorem (5.4) verwendet
und die Abkiirzung Re 7' =1 (7T + T7) eingefiihrt.

Die verallgemeinerte Borrzman~-Gleichung lau-
tet nun

efjet — (1iR)[E, f] 4 Tra(C + D) = 0, (6.1)
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mit
C=@2am{TT —3(TTf+ T T)}, (6.2)
D= —(1)ik)[Re T, {f]. (6.3)

Try bedeutet wieder Summation tiber alle Quanten-
zahlen des zweiten Teilchens. D ist linear in T'; der
in der 7T-Matrix bilineare Teil des StoBterms —
namlich C, kann mit Hilfe der Beziehung (5.7) auch
geschrieben werden:

C=@am{ETIT" {1+ /1, T1TT}.

(Die eckigen Klammern bedeuten Kommutatoren.)
Nun definieren wir den (globalen) Mittelwert (A )
eines Operators 4 :

N¢A>=TrAf. (6.5)

Dabei wurde beniitzt, dall Tr f=N wobei N die
Gesamtteilchenzahl des Gases ist. Der Operator 4
sei zeitunabhdngig; das zeitliche Verhalten seines
Mittelwertes wird dann allein durch die BortzMANN-
Gleichung (6.1) bestimmt.

S = A ED + (552 + (552, =0.

(6.6)

(6.4)

Beachtet man, dafl der StoBterm symmetrisch ist
gegeniiber Umbenennung der Teilchennummern 1,
2, so lautet die durch den Stol3 hervorgerufene zeit-
liche Anderung des Mittelwertes (4> mit

A = A1 Ag:

(6.7)
{34, THTff + 311 THT, A))

und
04 1 1 ~
(f%t >")D — — S T T {4 Re T1ff}. (68)

Um (6.7) zu erhalten, wurde von C in der Form (6.2)
ausgegangen und die zyklische Invarianz der Spur
beniitzt.
Aus (6.7) und (6.8) kann man sofort ablesen:
1. ist 4 hermitesch, so sind
(0CA4)[dt)c und (2<4)[dt)p
reell,

2. fur jedes (hermitesche) 4 mit [;1, T1 =0 (d.h.
wenn A Erhaltungsgrole beziiglich des Zweier-
stoBes ist) verschwinden die vom Stof} herriihren-
den Anderungen des Mittelwertes, d.h. es gilt

Aot — (1)ik)([4,E]) =0. (6.9)
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Die globalen Erhaltungsgleichungen fiir Teilchen-
zahl und Energie (4 = 1, E) sind stets von der
Form

CA>[ot = 0; (6.10)

ist kein dulleres Potential vorhanden, so gilt dies
auch fir Impuls und Drehimpuls (4 = py, ju), da
hier der Kommutator mit £ dann ebenfalls ver-
schwindet.

Fir 4 = x, erhalt man wegen (5.13) und
[y, E] = (1/2m) [xy, p?] = (1/m) ik py
die Relation
ey [0t — (1/m) {puy = 0.

(Dies ist ein Spezialfall des EHRENFEST-Theorems.)
Mit o p)/0t =0 erhalt man aus (6.11) den Schwer-
punktsatz: 02(x)[0t2 =0

(6.11)

§ 7. H-Theorem. Thermisches Gleichgewicht

Der Beweis des H-Theorems fiir die verallge-
meinerte BoLTzMANN-Gleichung (4.13) bzw. (6.1)
schlieft sich formal eng an von WALDMANN behan-
delten Fall der Teilchen mit Spin an. (1 S. 487; siehe
auch Hess und WarLpmann12)) Wesentlich ist da-
bei die (von Anfang an gemachte) Annahme, daf in
dem betrachteten Gas nur eine Sorte von Molekiilen
vorhanden sei, deren Gesamtzahl erhalten bleibt. Es
wird also die Moglichkeit des Aufbrechens einer
Bindung (Dissoziation) eines Molekiils beim Stof3
ignoriert. Auf die Bedeutung dieses Problems fiir die
Formulierung des H-Theorems wurde von WALD-
MANN S hingewiesen.

a) Transformation der Boltzmann-
Gleichung

Es ist grundséitzlich immer moglich, eine zeit-
abhéngige, unitdre Transformation U zu finden,
welche die Verteilungsfunktion f diagonalisiert.

f=UFU". (7.1)

Die Verteilungsmatrix # moge diagonal sein, d.h.
Fu=F(1)d1r-. (7.2)

Hier steht ,,1¢ fiir einen Satz von Variablen mit der

Eigenschaft

Eyy=E 011. (7.3)

12 S. Hess u. L. WaLpmawnN, Z. Naturforschg. 21a, 1529
[1966].
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Da E = p%/2m + ¢ + B entspricht ,,1°° dem Impuls
p1, der Nummer des inneren Energieniveaus L; und
der magnetischen Quantenzahl M ;, wenn das dullere
Potential nicht vom Ort abhingt.

Mit U@ =UU transformiert sich das Produkt
zweier Verteilungsfunktionen geméaf}

fi=U@FFU! (7.4)

und der Streuoperator 7' ist analog zu transformie-
ren:
T=Ua7 U,

Fiir obiges, diagonales F' lautet somit die BoLtz-
MANN-Gleichung in der Form (6.1)

F () 2z
7 (7 5)

ST huTunF@)F @) - 2))}-

Die in (6.1) vorkommenden Kommutatoren [Z, f]
und Tre[Re T, ff] verschwinden fiir diagonale Ver-
teilungsfunktionen. Gleichung (7.5) hat die gleiche
Form wie die klassische BoLTzMmANN-Gleichung; es
ist aber zu beachten, daBl man diese Gleichung ex-
plizit erst angeben kann, wenn man die Transforma-
tion U kennt; um U zu ermitteln, miflte man aber
erst die urspriingliche Gl. (4.13) bzw. (6.1) gelost
haben.

b) Das H-Theorem
Die Entropie S werde definiert gemaf}

S=—k>F()logF(1). (7.6)
1
Die zeitliche Anderung von S lautet:
o8 87
- = >12 og F (1) +1).

Beniitzt man fir 0% (1)/0t die Gl. (7.5), so fallt we-
gen der Erhaltung der Teilchenzahl der zweite Term
weg und es ergibt sich nach einer Umbenennung 12,
21 der Summationsvariablen
o8 k 2n

= 25, 108(F ()7 (2))

o T T 2 R
[FRF@) —-F)FQ))T

Die Beziehung (5.7) ist invariant gegeniiber einer
unitiren Transformation; mit 7' 7T = 77 T gilt also
auch

(7.7)

10817 34,12.

2-77 2,34 (o7 B, 12—ZJ341071234
34

Fihrt man im letzten Term der Gl. (7.7) die Um-
benennung 12,34 — 34,12 aus und beniitzt (7.8), so

(7.8)
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ergibt sich

a8 k2 F (1) F(2)

T T2 B 19234 log ('f(fs)’f(f) ) (7.9)
“F(3)F @) 3—;2,34734,12-

Dieser Ausdruck fir 08/dt kann noch nicht als po-
sitiv definit erkannt werden. Um dies zu erreichen,
ist noch eine Umformung des ,,Integranden‘‘ notig.
Dazu multipliziert man zunichst Beziehung (7.8)
mit Z (1).% (2) und summiert tiber 1,2; man erhélt
237'-(1)?(2)(734,12712,34 - '7;2,34734-12) =
12,34
Mit Hilfe der Umbenennung 12,34 — 34,12 im er-
sten Term ergibt sich
DIFRFU)—FW)F2)T (55T 3312=0.

12,34
(7.10)

Sodann multipliziert man obige Gleichung mit
— 3k - 2x/kh und addiert sie zu (7.9); es ergibt sich:

s _ k 2a FOHFQR) _ 4 _ 100(?(1)5(21)]
ot~ 2 h 1234 F(3)F(4) C\F(3)F (4)

FB)F (4) T 1y T sa12. (1.11)
Da der ,,Integrand‘ wegen
x—1—loga=0; F=0, 77 =0
nicht negativ ist, folgt aus (7.11)
o8/t =0 (7.12)

das ist das gesuchte H-Theorem.

¢) Thermisches Gleichgewicht

Im thermischen Gleichgewicht erreicht die Entro-
pie ihren Maximalwert und dort gilt

d8/at = 0. (7.13)

Dies ist nur der Fall, wenn die eckige Klammer in
(7.11) verschwindet, d.h. wenn gilt

F)F2)=F(3)F @), (7.14)

wobei sich, wie auch aus (7.11) ersichtlich, die
Quantenzahlen 12 und 34 auf ,,vor* und ,nach*
dem StoB} zweier Teilchen beziehen. Wegen (7.14)
kann im Gleichgewicht die Verteilungsfunktion also
nur von Stofinvarianten abhédngen. Ist das betrach-
tete System in einem endlichen , Kasten® einge-
sperrt, so ist es weder translations- noch rotations-
invariant, als Erhaltungsgrofle kommen dann nur
die Teilchenzahl und Energie in Frage. Somit ist
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also log.# (1) o« — B E,oder in Operatorschreibweise :
foqn = ()%, (7.15)

Dabei ist f=1/kT (T Gleichgewichtstemperatur)
und die Normierungskonstante c¢(f) ist gegeben
durch

¢(f) = N/(Tre FE), (7.16)

wobei N die gesamte Teilchenzahl ist.

Es ist niitzlich, zwei Spezialfille von (7.15) zu be-
trachten:

1. kein duBeres Feld, p, L, M-Darstellung:

(L Nummer des inneren Energieniveaus, M ma-
gnetische Quantenzahl)

o 2
fp it puarequ = c(B)e PP M) 6 drrr Onana .
(7.17)

(7.17) besagt, dal} das Gas im thermischen Gleich-
gewicht rdumlich homogen ist (dp,), im Mittel
keine Ubergéinge zwischen den inneren Energie-
niveaus stattfinden (drz) und alle Spins isotrop
orientiert sind (dprar7)-

2. Teilchen mit Spin im homogenen &ufleren Ma-
gnetfeld.

In p, p’-Darstellung, aber unter Verwendung der
Operatorschreibweise hinsichtlich der magnetischen
Quantenzahl, lautet hier die Gleichgewichtsvertei-
lungsfunktion :

Fopcan = C(B)e—PwH2m—tonk-0 g (718)
mit
¢(B) = N (D e~ Priiim iy gfhomk-2)=1
P

C. Spezialfille: lokalisierter StoBterm

§ 8. Raumlich homogenes System,
Wigner-Transformation, lokaler Stofterm

a) Streuamplitude

Fir alle weiteren Betrachtungen wird angenom-
men, daf} keine duBere Kraft wirken moge, wohl
aber ein dulleres Drehmoment vorhanden sein kann
(d.h. B sei durch 1.5 gegeben). Der Gesamtimpuls
zweier Teilchen bleibt somit beim Stof3 erhalten. In
der p-Darstellung, aber unter Verwendung der Ope-
ratorschreibweise fiir die Quantenzahlen der inneren
Freiheitsgrade, kann die 7'-Matrix folgendermaflen
geschrieben werden:

27h? , /
mp@ @3 (P1—P2); 2(p1’ — p2))

(8.1)

T =

P1p2, pi'p?’

épx+pn—p1’—pz' ¥
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Die Strenamplitude a, welche die Dimension einer
Lange hat, ist nur auf der ,,Impulsschale* definiert.
Die reduzierte Masse zweier Teilchen ist mjo=1m
und 2 ist das Volumen des Systems.

b) Rdumlich homogenes System

Fir ein rdumlich homogenes Gas ist die Vertei-
lungsfunktion diagonal in p-Darstellung. Unter Ver-
wendung der Operatorschreibweise hinsichtlich in-
nerer Quantenzahlen lautet die Verteilungsfunktion
somit:

fop = TpOpp- (8.2)
Gl. (4.13) lautet in diesem Fall — ¢ ist die innere
Energie, beziiglich B siehe (1.5) —

ofpn 1
ot T Ik [(e + B), f]px = %Trle IPU"z,I’lP2 ’

mit

(8.3)

472h 2xh2
IPIPZ-Pan = M {‘g‘ (g, q )fPl fpz (9, 9)- m1a2
@@ Dty B4
- fplfpzaT(q> q))}
d3q
I(p1, p2) = ;;;Zz a(q,q')f(p))f(p2)a'(q" q), — ’%Tz"[ (g,
Dabei ist

oo

a(@.9) =y, | Fewl; (55, +e+ B)tfala

—0o0
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Dabei bedeutet Try, Summation iiber innere Quan-
tenzahlen. Die Erhaltung des Gesamtimpulses ist in
den folgenden Relationen ausgedriickt13

pi=%iP+gq;
pi=3iP+q’;

p2=3P— q;

p=%3P—q'. (8.5)

Macht man das Volumen 2 des Systems immer
grofler, so konnen die Summen iiber Impulse durch
Integrale ersetzt werden gemif3

> = (2/k3) [d3p.

P

(8.6)

Anstelle der dimensionslosen Verteilungsfunktion f,
werde f(p)=(1/k%)f, eingefithrt; f(p)d3pd3x ist
dann die Anzahl der Teilchen im Phasenvolumen
d3pdse.

Fir kontinuierliche Impulse lautet somit die ver-
allgemeinerte BoLTzMANN-Gleichung (8.3)

of (p1
P _ L (et B), f(p1)] = [dOpTr I (p1, po).

mit

q)f(p1) f(p2)— f(pP1)f(p2)a’(q, q)]. (8.7)

’)exp{— : (2m17 FRp B) } (8.8)

(Die Konvergenzfaktoren sind hier weggelassen worden; siehe auch (3.16) und (4.5).)
Besitzen die Teilchen keine inneren Energieniveaus und ist kein dufleres Feld vorhanden: e=0, B=0,

so wird
a(q.q')=alq,q

0(q?/2m12 — q'2[2m12) .

(8.9)

Fir die Streuamplitude a lautet unter Verwendung von kontinuierlichen Impulsen das optische Theorem

" lag. 9 —a'(a.

a'(q', q) =

e | @0 at @ a)aa 9. (810

Der Vollstandigkeit halber sei auch die (6.1) entsprechende Form der verallgemeinerten BoLTZMANN-
Gleichung angegeben, die man auch aus (8.7) unter Verwendung des optischen Theorems (8.10) erhalten

kann:
f(p1) 1

o — in L+ B) f(p)] + [d®p2Trp, (C(p1, p2) + D(p1, p2)) =0

mit
/

C(PI’P2 J mlzl

D(p1, p2) =

{¥a(q,

B ;ro [Rea(q, q), f(p1)f(p2)].

q)[a' (g, q)f(p)fp2) —[(p1)]

(p2)a’(q,) )]+ h.c.},

(8.11)

In der geschweiften Klammer steht h.c. fir , hermitesch konjugiert*.

13 Wird der Relativimpuls } (p1 — p2)

als Quantenzahl oder als klassische Variable aufgefaBt, so wird er wie

hier mit g bezeichnet; p;s ist dem Operator des Relativimpulses vorbehalten (siehe 5.10 und Teil D).
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c) Inhomogenes System, NER-Transformation!4 in einer der klassischen Ver-
Wigner-Transformation teilungsfunktion analogen Weise geschrieben wer-

. S o o o den:
Fiir ein rdumlich inhomogenes System ist die Ver-

1 : -
teilungsmatrix nicht diagonal in Impuls-Darstel- [ps (%) = ¢ %67(”'”""/‘ k p*,
lung. Die Ortsabhingigkeit der quantenmechani-

Ty 8.12
schen Verteilungsmatrix kann mit Hilfe der Wic- mit fk pr = fpr—1k, pr+ 1k - 15.12)

Die in (8.12) definierte Verteilungsfunktion f,. (x) heiBt auch WiGNER-Funktion (hier fiir diskrete Impulse,
bei kontinuierlichen Impulsen ist die Summe iiber k gemall (8.6) durch ein Integral zu ersetzen). Es ist
zu beachten, daBl f, ,- ein Matrixelement in p-Darstellung ist, f; p« jedoch nicht. Die Umkehrung von
(8.12) lautet:

fape = [P *f  (x)d32. (8.13)
Insbesondere ist daraus ersichtlich, da3 ¥ =0 eine Integration der WicNER-Funktion tiber den Ortsraum
bedeutet.

In p-Darstelilung und in Operatorschreibweise hinsichtlich der inneren Quantenzahlen lautet die ver-
allgemeinerte BoLTzMANN-Gleichung (4.13)

a 1, 1’ 1
’ieéi27 — Gk [E’ f]Pl,Pl' - %Trlz IPxPz, PPz (8.14)
mit
2% -
IP1P2. pi'p2 B { p%u Tplpz,PaPA (ff)papq, p3'pd T;s'l’a', p2pt
p3a'pd
1

+ 271 pops (TP1P2,P3P4 (ff)PaP4,P2Px' - (ff)PIPZ, P3Ppa T;am,psz' ) } .

Die Spur iiber die inneren Quantenzahlen wurde mit ,, Tr;*“ bezeichnet. Ah_nlich wie in (8.12) wird nun
das Matrixelement (in Impulsdarstellung) I, p, pp, des StoBterms einem I gleichgesetzt, (welches kein
Matrixelement ist)
IP1P2,P1'P2' = Ih,"a,P‘l. P*2> (815)
wobei die p;, p;’ und k;, p; (i =1,2) verkniipft sind gemil
pi:pi*—%ki; pilzpi*—l—%ki. (8.15&)

Der nicht-lokale Stoterm 7 (x1, x2) wird nun in Analogie zu (8.12) definiert:
1 = Lexi ke xg) T
Ips pr, (%1, %2) = 5y kl’zkz e~ (imk M) e gty ity (8.16)

Die Umkehrung von (8.16) ist analog zu (8.13). Aus dem in (8.14) vorkommenden StoBterm I, ,, p.p,
wird somit Iy, x,_g; p+,, p+,; k2 =0 bedeutet aber eine Integration der WieNER-Transformierten iiber d3xs.
Beachtet man dies, so erhdlt man nach Ausfihrung der WicNER-Transformation aus (8.14), mit p;, p2
anstelle von p;1*, po*:

ofp: fp, 1
Portm) 4 2L Ao tE) (et B, fpu ()] = 2Ty, [ 022 Ly, p, (31, 22) (8.17)

Dabei wurde, wie bereits frither erwidhnt, angenommen, dal B nicht von x abhingt, also diagonal ist in
Impulsdarstellung. Allgemeiner lautet der von dem Potential in einem dulleren Felde herrithrende Term
der BorrzMaNN-Gleichung:
1 1 — (3 —p1)z 7 ’
— i 2 [ @ e pO T (Bl — ) fp(ar) — fpe (1) By + 4. (8.18)
Eine nihere Diskussion des Falles, wo B zwar von «, aber nicht von inneren Quantenzahlen abhingt,
gaben IrRVING und ZwANzIG15.

14 E. P. WiGNER, Phys. Rev. 40, 749 [1932]. 15 J. H. Irvine u. R. W. Zwaxnzig, J. Chem. Phys. 19,
1173 [1951].
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d) Lokaler Stolterm

Der Stoterm der BorrzmanN-Gleichung (8.17) ist nicht-lokal. Fiir die meisten Anwendungen (Berech-
nung von Transportkonstanten) jedoch ist es ausreichend, den lokalen Anteil des Stofterms zu bertick-
sichtigen. ,,Lokal*“ bedeutet dabei, daB} beide im Stoterm vorkommenden Verteilungsfunktionen am
gleichen Ort zu nehmen sind und Ortsgradienten der Verteilungsfunktion im Stolterm vernachléssigt
werden. Der lokale StoBterm kann aus (8.16) hergeleitet werden; man erhélt ihn auch sofort aus dem
StoBterm der Gl. (8.7), indem man beide Verteilungsfunktionen am gleichen Ort x; nimmt. Verwendet
man wieder kontinuierliche Impulse, so ergibt sich die folgende, lokale Form der verallgemeinerten BoLTz-
MaNN-Gleichung fiir die Verteilungsfunktion f(p1, 1) = 1/h3 f,, (1),

ef(x81£ P) | P, of (x1.p1)

m axl

1
— 5 Ue + B), f(x1, p1)] = Try, [d3p2 I (%1, p1, 21, p2). (8.19)
Der lokale StoBterm ist
d3q _ g ; / 7
I(x1, p1; %1, p2) = J;,flga(q’ q)f(x1,p1) (=1, p2')a’(q’, q)

— i la(g @) (=1, pr) (1 .p2) — [(x1, PO (51, P)a’ (g, )] (8.20)

Dabei sind pi, p2; pi’, p2’ gemal (8.5) mit q, q' verknupft.

Wie im néchsten Paragraphen gezeigt wird, sind die von WaNe CHANG und UHLENBECK 3, von WALD-
MANN 4 sowie die von WALDMANN! und SNIDER® angegebenen verallgemeinerten BorLrzMmax~-Gleichungen
in (8.19,20) als Spezialfille enthalten.

§ 9. Waldmann-Gleichung und Wang-Chang-Uhlenbeck-Gleichung als Grenzfdlle

Fir die nun folgenden Betrachtungen werde angenommen, dall kein duBleres Feld vorhanden sei.

Die inneren Freiheitsgrade eines Molekiils mégen durch die Angabe des Energieniveaus (Quantenzahl L)
und eine deren Entartung charakterisierende ,,magnetische’* Quantenzahl M (L) beschrieben werden.
Dann ist

&= &L (9.1)

Liegen die inneren Energieniveaus hinreichend weit auseinander, d.h. es moge gelten fir L+ L':
(eL — e )t > B, 9.2)

wobei ; die Zeit des freien Fluges ist, so kann man zeigen, daf} die Verteilungsfunktion f diagonal wird in
L (Wanc-CHANG-UHLENBECK-Néherung). Dazu betrachten wir zunédchst Gl. (4.8). Die dort vorkommen-
den Funktionen F(®;;.(t) enthalten einen Faktor
e —(i[R)(eL1—eL1’)t .

Da iiber L;’ summiert wird, trigt fiir ,,groBe Zeiten*, d.h. wenn Bedingung (9.2) erfiillt ist, nur das Glied
mit e, = e,- etwas bei. Somit wird F (0 diagonal in L, dies trifft dann auch fiir f zu. In Operatorschreibweise
hinsichtlich der magnetischen Quantenzahlen M, lautet Gl. (8.19) mit lokalem StoBterm in diesem Fall
fir die Verteilungsfunktion f,(x, p):

SfL. (%1, p1) ofr, y
! ;1 . % S %11,,1’1) = %trz [d3ps I1, 1, (21, p1, %1, P2), (9.3)
mit
z daq, 7 a ’ =t ’
ILle (xl ’ P1> x1, P2) = L'y’ m12‘2 a]ALz, Ly'Ly’ (q’ q )fo'(xl 4 Pl )sz' (xl > P2 )aLx'Lz', L:\L: (q 2 q) (94)

h
= iy [Onate, 12209 @) fr, (%1, P1) fr, (%1, P2) — fr, (%1, P1) fr (%1, P2) @Lu10, 1,2, (9> )]

Die Spur tiber Spinindizes ist wieder mit ,,tr** bezeichnet.
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Gl. (9.3, 9.4) entspricht der von WaLpmax~1 (S. 490) angegebenen und von SNIDER6 abgeleiteten ver-
allgemeinerten BorLTzMANN-Gleichung. Ist nur ein entartetes Energieniveau vorhanden, so erhilt man
daraus die WALDMANN-Gleichung fiir Teilchen mit Spin: sind die hinreichend weit auseinander liegenden
Energieniveaus nicht entartet, so erhélt man mit Hilfe des optischen Theorems daraus die WCU-Gleichung.

§ 10. Ungeladene Teilchen mit Spin in einem homogenen Magnetfeld

Im vorausgegangenen Abschnitt war der Fall weit auseinander liegender, innerer Energieniveaus be-
handelt worden. Es ist jedoch auch interessant, einen Fall mit geringer Energieaufspaltung zu unter-
suchen. Betrachtet man Teilchen mit Spin, so ist e =0. Legt man ein homogenes Magnetfeld an, so ent-
spricht jeder moglichen Einstellung des Spin im Magnetfeld ein bestimmter Energiewert — wghih - s.
Diese verschiedenen Energiewerte konnen nun auch als innere Energieniveaus angesehen werden, wobei
der Abstand der Niveaus variiert werden kann (durch Anderung der Stirke des Magnetfeldes) vom Wert
Null bis zu sehr grolen Werten, fiir die die WaNG-CHANG-UHLENBECK-Néherung wieder anwendbar wird.

Fiir ungeladene Teilchen mit Spin in einem homogenen Magnetfeld lautet die verallgemeinerte Borrz-
MANN-Gleichung (8.19) mit lokalem StoB3term

Badli -
Q(*%I;ﬂ) + {3_9(5;31) —towpglh-s1,f(p1, s1)] = tra [d® pa I (p1, 815 p2, s2), (10.1)
wobei
d3q’ _ 5 7 ’ ¥ ’
I(p1, s1: p2, s2) :j o2 O 45 81, 82)[(p1s s1)[(p2's s2)a’(q', q; 81, 82) (10.2)

imip (22> €5 81, 82) [(P1, 81) [ (P2, 82) — [ (1, 81) [ (P2, s2)a’(q. q: 81, 82)].
Wie in (8.20) ist
Pi2=%1Ptq; pra=%1P1igq.

Die Abhéingigkeit der Verteilungsfunktion f(p;, s1) von x; ist in der hier verwendeten Schreibweise nicht
angedeutet. Im Stoflterm sind die beiden Verteilungsfunktionen an der gleichen Raumstelle x; zu nehmen.
Ohne expliziter Angabe der Konvergenzfaktoren lautet a:

" . 1 dt )
a(q,q'; s1, s2) = o, | 7 €XP {h

2
q- —
2 mye

: 2
* exp [ — ,;; [2qm; —hogh-(s1+ 32)} r} :

—hogh- (s1+ 82)} T}a(q, q';: 81, s2)
(10.3)

In einer Darstellung, in der k - s; und h - sp diagonal sind (zugehorige Quantenzahlen M, M1"; Mo, My')
ergibt sich aus (10.3)

" , : g2 9 ' .
Anroaa; avany (5 4) = @aroara; vy (9, 97) 0 (2m12 ~ omy, —Ron(Mi+ My — My — My )) .

(10.4)

Gl (10.1, 10.2) gestattet die exakte Formulierung der Energieerhaltungsgleichung und liefert die rich-
tige Gleichgewichtsverteilungsfunktion fir Teilchen mit Spin im Magnetfeld (siehe § 7). Ferner kann
daraus die Brocusche Gleichung fiir Spinrelaxation in einem Gas abgeleitet werden, wobei nun die Re-
laxationskonstanten durch die Streuamplitude ausgedriickt werden konnen.

D. Lokale Drehimpulserhaltung fiir Teilchen
mit Spin

Gesamtdrehimpuls. ,,Global weist auf eine Mitte-
lung iiber das ganze Volumen des betrachteten Ga-
ses hin. Wesentlich ist dabei die Nichtlokalitidt des
StoBterms; denn der lokale Anteil des StoBterms
liefert eine Erhaltungsgleichung fiir den Bahndreh-

§ 11. Allgemeine Vorbemerkungen

Die hier abgeleitete verallgemeinerte BoLTzMANX-
Gleichung gestattet, wie im § 6 gezeigt wurde, die
Formulierung des globalen Erhaltungssatzes fiir den

impuls allein und eine Relaxationsgleichung fiir den
Spin, also keine Erhaltungsgleichung fiir den Ge-
samtdrehimpuls.
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Ahnlich liegen die Verhaltnisse bei der Formulie-
rung des ,,lokalen Erhaltungssatzes™ fiir den Dreh-
impuls. Ausgehend von der WaLpmaNN-Gleichung
fiir Teilchen mit Spin, deren StoBterm lokalisiert
ist, erhdlt man zwar eine Relaxationsgleichung fir
den lokalen (d.h. ortsabhingigen) Mittelwert des
Spins, nicht aber den BARNETT-Effekt (Polarisation
durch Rotation) und den antisymmetrischen Anteil
des Drucktensors. Unter ,,Formulierung des lokalen
Drehimpulserhaltungssatzes* soll die Ableitung ei-
ner (vollstandigen) Relaxationsgleichung fiir den lo-
kalen Mittelwert des Spins verstanden werden, aus
der der antisymmetrische Teil des Drucktensors
(und damit auch der BArRNETT-Effekt) entnommen
werden kann.

Die weitere Behandlung des hier aufgezeigten Pro-
blems wird erleichtert, wenn man sich zunachst mit
den allgemeinen Aussagen der phinomenologischen
irreversiblen Thermodynamik iiber Drehimpuls-
erhaltung und antisymmetrischen Drucktensor ver-
traut macht und sodann die abzuleitende Gleichung
in einer Form vorwegnimmt, wie sie von HEss und
WaLDMANN 12 angegeben worden ist.

Im folgenden soll das Symbol {4 ) zur Kennzeich-
nung eines lokalen (ortsabhingigen) Mittelwertes
des Operators 4 = A4 (x, p, s) dienen:

11<A>:trfd3pA(x,p, s)f(t, x, p, 8). (ll.l)
Dabei ist die Teilchendichte
n(t,x) =tr [d3pf(t, x. p.s). (11.2)

und ,,tr*° bedeutet wieder Spur iiber Spinindizes.
Aus der Erhaltung des gesamten mittleren Dreh-
impulses

(o=<Kx X p>+ k(s> (11.3)
folgt (1, S. 301)
oh s —_
EW.( . g;> + C(;:) = (Pur — Pou) = 2 Puv -
(11.4)

S

Dabei bedeutet S;; den Spinstromtensor, p,, den
antisymmetrischen Anteil des Drucktensors16. Die
phénomenologische irreversible Thermodynamik
liefert folgenden Ansatz fur py,:

e

——

Pur = MNr (11.5)

_ eup;_}i@s;:»)) .

16 Die Komponenten eines Tensors im dreidimensionalen Raum beziiglich cines rechtshindigen,
Koordinatensystems sind durch griechische Indizes gekennzeichnet (z.B.
2, 3). Uber doppelt vorkommende, griech. Indizes ist automatisch zu summieren (z.B. agb,=a-b).

u,v =1,

1885

Hier ist #, die ,,Rotationsviskositat”, @ eine Kon-
stante von der Dimension eines Tragheitsmomentes
und

o<vyy (8<:z-l,> - (\lu>) (1]6)
Cxy C &y
In der Arbeit von HEss und WALDMANN 12 wurde
mit Hilfe des Ansatzes

f=foll + 3 a0t %) DO (p. 5
L b0 (¢, %) PO (p, 8)], (11.7)

— wobei fo eine Gleichgewichtsverteilungsfunktion
ist, @@ und Y@ (orthonormierte) echte bzw. Pseu-
do-Tensoren 0., 1., 2., ... Stufe und a®, b® zu-
gehorige Mittelwerte sind — die WaLpmaxx~-Glei-
chung mit linearisiertem StoBterm in ein System
gekoppelter, linearer Differentialgleichungen fiir die
Koeffizienten a @, b iibergefiihrt.

Dabei wird speziell zur Behandlung des anti-
symmetrischen Anteils des Drucktensors benotigt

DN =12V,=3pumuvo, (11.8)

wobei die mittlere thermische Geschwindigkeit vg
gegeben ist durch

= 1:‘3%’!’0/”1 (11.9)
und ferner
P, = (/3/80) 84 (11.10)
wobei Sy = ]/S(S + 1) ist.
Die zugehorigen Mittelwerte sind:
a,V = |3 vt (op) (11.11)
und by = |3 8071 sy - (11.12)

Folgende Gleichung fir b, (1) war angegeben worden :

)
Sé.\:l) 5 P -+ (0(_1711) <b(1)ll 1 lO Euvi Cg;('l ) =0.
(11.13)

Die Punkte stehen fiir die der Divergenz des Spin-
Stromtensors entsprechenden Terme. Der Relaxa-
tionskoeffizient des Spins !} ist gegeben durch

o1 = 1 (P, o (P,M)) . (11.14)

Der Index ,,0°° weist auf eine Mittelung iiber die
Gleichgewichtsverteilungsfunktion fo hin; o (®) ist
der linearisierte, lokale Stol3term (siehe 9.4)

cartesischen

Vektor a,, Tensor 2. Stufe pu,.

Der isotrope Einheitstensor 2. Stufe ist Ouy; e ist der total antisymmetrische isotrope Tensor 3. Stufe mit

der Eigenschaft

Eura @y by = (@ X b)y.
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d3 i - ’ P ’ ’
0@ = — trz [ @pefor{ [ 1 Lalq.4) @1+ 02)a'(q )

imye

[a(q, ) (D1 - Do) — (D) + By)a'(q, q)] } (11.15)

wobei

D =D(pi,s;) und D =Di(pi,s); (1=1,2).

Aus der lokalen WaLpMaNN-Gleichung folgte streng (11.13) ohne den Term mit /y. Dieses Glied war
nachtriglich hinzugefiigt worden, damit im Gleichgewicht bei gleichférmiger Rotation des Gases der
Bar~EerT-Effekt (Polarisation durch Rotation) richtig beschrieben wird. Aus dieser Forderung ergab sich
fir die Léange

lo = Soh/mwvo = Soh/po. (11.16)

Also ist Iy bis auf einen Faktor (in der Nihe von 1) die mittlere thermische bE BRoGLIE-Wellenldnge.
Unter Verwendung von (11.11) und (11.12) geht (11.13) iber in

oh
n

0

8w 1 8w 1 o (Ra,s — 3milg? eu S22 = 0. (11.17)
/4 cxy il & oxy |

Durch Vergleich mit (11.4) und (11.5) erhdlt man daraus
ni=3inwMml? (11.18) und O =ml?. (11.19)

Es soll im folgenden gezeigt werden, daf} aus der verallgemeinerten BoLrzMaNN-Gleichung (4.13) bzw.
(6.1) mit nicht-lokalem (linearisiertem) StoBterm Gleichung (11.13) einschlieBlich des Gliedes mit 1y =
Soh/mvg streng hergeleitet werden kann. Dazu wird von der BorLtzMmaNN-Gleichung in der Form (6.1) —
wo der Stoterm in die beiden Anteile (6.3) und (6.4) zerlegt worden war — ausgegangen; aber es wird
nicht, wie in § 8, die WieNER-Transformation von Anfang an verwendet. Vielmehr erweist es sich als ge-
schickter, zunédchst die Verteilungsfunktion und die Streumatrix 7' (dhnlich wie in § 5) als Funktionen der
Orts- und Impulsoperatoren aufzufassen und in dieser Schreibweise Eigenschaften der 7'-Matrix (Impuls-
und Drehimpulserhaltung) auszuniitzen, sowie einige Umformungen des Stoflterms (Linearisierung, Ent-
wicklung nach dem Relativ-Ortsoperator x12 = x; — x3) vorzunehmen. Erst danach wird wieder die Wia-
NER-Transformation beniitzt, um die Relaxationsgleichung (11.13) zu erhalten, denn die dort vorkom-
menden lokalen Mittelwerte miissen mit Hilfe der WicNER-Funktion berechnet werden.

§ 12. Linearisierter, nicht-lokaler Stofsterm

a) Nicht-lokale Boltzmann-Gleichung

Fiir ein rdumlich nicht homogenes Gas, bestehend aus Teilchen mit Spin (keine inneren Energieniveaus),
héingt die Verteilungsfunktion f ab von Ort x, Impuls p der Teilchen sowie von den magnetischen Quanten-
zahlen. In Operatorschreibweise hinsichtlich der inneren Quantenzahlen, ohne die Abhéngigkeit vom Spin
explizit anzudeuten, ist also

=1, x, p). (12.1)
Dabei sollen x und p als Operatoren aufgefalit werden, die der Vertauschungsrelation
(¥u, Py]l = thu (12.2)

geniigen. Da fir Teilchen mit Spin (kein dulleres Potential!) die Energie £ gegeben ist durch £ = p2/2m,
lautet die Borrzmanx-Gleichung (6.1) hier

Cflxpy) | 1 ( lgfﬂx}:@ ,,C/,(fl'm) plg)+ Tr,, Tr,, tr2[C (%1, p1; x2, p2) + D (%1, p1: %2, p2)] = 0.

L3P cx1o
(12.3)

ct T om
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Dabei sind ,,Trp*“ und ,,Tr;* die Spuren iiber die ,,Quantenzahlen* des Impuls- und Ortsoperators. Dar-
unter ist folgendes zu verstehen: f werde in Impulsdarstellung durch Matrixelemente f p p’ angegeben und
sodann die WieNER-Transformation (8.12) ausgefithrt; Tr, entspricht nun der Summation iiber p*
=3(p+p’) und Tr; einer gewohnlichen Integration fd3x der WicNER-Transformierten.

Der in die beiden Anteile ' und D zerlegte StoBterm lautet gemaB (6.3) und (6.4) nach Ubergang zu
Schwerpunkts- (X, P) und Relativoperatoren (x12, p12) (siehe 5.9—11).

2
C(X, P; x12, p12) = hn R3{L T (%12, p12) [TT (%12, p12), f(X + $ x12: $ P+ p12) f(X — L x12: § P — p12)]
+h.e}, (12.4)

73
D(X, P; x12, p12) = — W[Re T (%12, p12), (X + $x12,; 1 P+ p12) (X — L x12: $ P — p12)]. (12.5)

Hierbei wurde beniitzt, dal 7' nach (5.15) nicht von P und X abhingt. Die Abkiirzung h.c. steht in (12.4)
fur das HErMITESch-Konjugierte des 1. Ausdruckes in der geschweiften Klammer.

b) Linearisierung des nicht-lokalen Stofterms

Die Verteilungsfunktion f wird nun dhnlich wie in (11.7) aufgespalten in eine Gleichgewichtsverteilungs-
funktion fo(p) und einen die Abweichung vom Gleichgewichtszustand beschreibenden Anteil:

f(t. x, p) = fo(p) + 1 2 [fo(P) DD (p)a®(x, 1) + a(x, ) DD(p) fo(p)]- (12.6)

Die durch den oberen Index (i) unterschiedenen @) mogen ein orthonormiertes System von Tensoren
sein, die nicht nur vom Impulsoperator p, sondern auch vom Spin s abhidngen koénnen, ohne daf dies in
der Schreibung explizit angedeutet ist. Die Abweichung von der Gleichgewichtsverteilungsfunktion wurde
symmetrisiert, damit f hermitesch ist. Beniitzt man statt der von den Operatoren p, x abhingenden Ver-
teilungsfunktion die WiaNER-Funktion, so braucht man in dem (12.6) entsprechenden Ansatz nicht zu
symmetrisieren und die a®, nun abhangig von der klassischen Ortsvariablen x, ergeben sich als Mittel-
werte in @O gemal (11.1).

Zunéchst soll im StoBterm die Operatorschreibweise beibehalten werden, die Symmetrisierung der Ver-
teilungsfunktion wird jedoch nicht mehr explizit angegeben. Die Abweichung vom thermischen Gleich-
gewicht moge hinreichend klein sein, so dal im StoBterm die in @@ quadratischen Glieder weggelassen
werden diirfen (Linearisierung des StoBterms). Zur weiteren Vereinfachung werde nun nur noch ein Glied
aus der Summe tuber ,,i“ in (12.6) betrachtet und der obere Index (i) weggelassen; mit den Abkiirzungen

foi=fo(pi): aj=a(x,t), Pj=D(p); (j=1,2)
lauten fiir dieses eine Glied der Summe die linearisierten StoBterme:

Ciin (X, P; x12, p12| Pra1 + Paaz) = Crin(Pray + P2as)

= Eh'l {3 T (%12, p12) [T (%12, P12). fo1fo2 (P1a1 + DPsas)] + h.c.},
(12.7)
Dyin (X, P; x12, p12| Pra1 + D2a3) = Dijn(Pra1 + Pz as)
—— " [Re T (213, p1o), for for (Prar + Praz)]. (12.8)

Das Produkt der Gleichgewichtsverteilungsfunktionen fo;fo2 ist mit 7' vertauschbar.

¢) Entwicklung des nicht-lokalen, linearen StoBterms
nach Potenzen des Relativ-Ortsoperators xjs

Um die nicht-lokalen, linearisierten StoBterme (12.7) und (12.8) weiter auswerten zu konnen, werden
die a; nach dem Relativoperator x;2 entwickelt

a(Xi%xlg) =a(X):|:%x12-r

da(X)
Gl

%) o, (12.9)
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Daraus erhélt man fir ¢ die Entwicklung
Ciin(DPra1 + D2a2) = Crin((P1 + DP2)a(X)) + Ciin (( — D) L x12 L;(;)) . (12.10)
und analog fir D.

Da es sonst zur Behandlung von Transportvorgingen mit Hilfe der BoLrzman~-Gleichung gentigt, das
erste Glied dieser Entwicklung zu beriicksichtigen (x12 =0 lokaler Stolterm!), besteht die Hoffnung, daf3
zur Behandlung jener Probleme, fiir die die Nichtlokalitdt des Stolles entscheidend ist, bereits wenige
Entwicklungsglieder ausreichen. Wie in § 13 gezeigt werden wird, geniigt es zur Formulierung der lokalen
Drehimpulserhaltung fiir Teilchen mit Spin, zusitzlich zum lokalen Stoterm das in x;2 lineare Glied zu
beriicksichtigen.

d) Ubergang zum gewohnlichen, lokalen StoBterm

Um uns zu vergewissern, dal} die hier verwendete Operatorschreibweise beziiglich x und p verniinftig
ist, soll noch gezeigt werden, wie man aus Cin ((@1 -+ @2)a (X)) den lokalen, linearisierten Stolterm mit
gewohnlichen (d.h. vertauschbaren) Orts- und Impulsvariablen ableiten kann. Dazu iibersetze man (12.7)
gemil den in § 8 gegebenen Vorschriften in die Sprache der WiGNER-Transformation. Nun seien

X=1}(x1+x): x12=2%x1—2x2;: pro=4P+q: phro=3iP+q

klassische Variable. Anstelle von k;, ks werden K= k; + ko und kjs = } (k1 — k2) eingefiihrt; in (8.16) wird
somit ki - 21+ k- xo=K - X4 ki3 - x12 und es ist nun iiber K und ki zu summieren. Da der Streu-
operator 7' nicht von den Operatoren X und P abhéngt, kann die WicNER-Transformation bezuglich der
Schwerpunktsvariablen (d.h. die Summation iiber K) sofort ausgefithrt werden, mit dem Ergebnis, daf3
der Schwerpunktsortsoperator durch die klassische Variable X zu ersetzen ist und a(X) kann aus Ciin
herausgezogen werden. Beniitzt man kontinuierliche Impulse, so erhdlt man:

. 1
Ciy e (D1 + Ps)a (X)) = 23 [d3k12 exp{— kiz - x12} C1in (k12| (@1 + DP2))a(X), (12.11)
mit :
Chin (k12| (@1 + D2)) = {}[a(q — L k12. q')a’ (q'. q + L ki2) [§7 63 (D17 + D))
+f()l f()? (Dl( )+@2 ) (q—*km ‘I) (‘1/ q

—a(q— Ykiz, q')f o1 02(D1 + Do) a’(q', g + 1 ki2) (12.12)

Dabei wurde abgekiirzt
D1 = PP+ (q £ bki)): D@ =O(RP— (gL tki), Pr2=PEP+q);
analog sind f() und f,; (i = 1, 2) zu verstehen.
Entwickelt man Cjin(k12) um kg =0, so ergibt in (12.11) das erste Glied wegen
(1/h3 | d3k1zexp{— (i/h) k12 - ®12} = O (%12)
den gewohnlichen, linearisierten Stolterm

f — 2 f01 foe{3d(q.q')[a"(q'. q) (D1 + Do) — (D1’ + D2)a’(q', q)] + h.c.}a(x1)0(x1 — *2). (12.13)

Eine analoge Uberlegung gilt fiir D. Damit ist gezeigt, dall und wie man aus Chip ((@1+P2))a(X) und

Dyin (@1 + @P2)a (X) den lokalen, linearisierten StoBterm (11.15) fiir klassische, vertauschbare Variablen
erhalt.

§ 13. Formulierung der lokalen Drehimpulserhaltung

Unter Formulierung der lokalen Drehimpulserhaltung soll die Ableitung des BArNETT-Effektes
und des antisymmetrischen Anteils des Drucktensors aus der verallgemeinerten BorLTzMANN-Gleichung
verstanden werden. Wie in § 11 erldutert wurde, geniigt es zu zeigen, dal die Relaxationsgleichung
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(11.13) fiir b einschlieBlich des Gliedes

— LoD yrot aD

aus der nicht-lokalen BoLTzMaNN-Gleichung folgt.
Hierzu wiederum reicht es, speziell den Fall zu be-
trachten, wo der Nichtgleichgewichtszustand allein
durch a® (¢, x) und b® (¢, x) charakterisiert wird,
d. h. die Verteilungsfunktion ist dann:

f=fo(l + @D -a®) PO .-pD ) (13.1)

Die Relaxationsgleichung fir b, erhdlt man,
indem man die WIeNER-Transformierte BoLrz-
MANN-Gleichung mit ¥, multipliziert, sodann
iber d3p integriert und die Spur ,,tr** ausfiithrt. Da
die Wechselwirkung zweier Teilchen paritédtsinvari-
ant sein soll, geben im linearisierten Stofterm (bei
Vernachldssigung hoherer Ableitungen) nur

ORI~ (P 4 W) O (X)

aa (X)
"X

(13.2)

und C{WIENER) (1(PL) — D) 219,) — (13.3)
einen Beitrag zu der uns hier interessierenden Rela-
xationsgleichung.

Ein Tensor 2. Stufe @,x,, wie er in (13.3) vor-
kommt, kann zerlegt werden in seine irreduziblen

Bestandteile

Dy =31®D -x0; +

Da der StoBterm isotrop ist (d. h. es ist keine Rich-
tung im Raum ausgezeichnet), wird von (13.3) nur

Q{zlz)) x12y) (rotx a(”)u (13.5)

L avo (P X x)g + Dy, . (134)

C(W IGWER)( Euvi } (dj(lll)

einen Beitrag zur Relaxationsgleichung fir b
geben.

Es soll nun — in der Operatorschreibweise beziig-
lich x und p — gezeigt werden, daf3 sich

Chin (3 £ura (DY) — DY) 212,)
dank der Drehimpulserhaltung durch Cyin (¥5)) +
) ausdriicken 1aBt (und zwar unterschieden sich
beide nur um einen Faktor). Dazu wird zunéichst

C’lm(!l’ﬂ) + P{)) unter Verwendung von (11.10)
und (12.7) explizit angeschrieben :

Oun (P} + P4 = (13.6)
2
1/'3 : 53 {% forfoe T[T, (s14 + s24)] + h.c.}.
Andererseits erhilt man wegen (siehe 11.8)

DY — DY) = ()/3/mvo) praa  (13.7)
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und mit der Abkiirzung l;s fiir den relativen Bahn-
drehimpuls
Clin(% Euva % (Q(l) e

1 V3 2n
mio h

D)) w125)

~h3{} forfoe T[T, l1au] + h.c.}.

(13.8)
E

Aus der Erhaltung des Gesamtdrehimpulses (siehe
5.17) folgt aber

[T%, liay]l = — B[TT, (s14 + s24)] . (13.9)

Beriicksichtigt man dies in (13.8) und vergleicht
mit (13.6), so sieht man, daf} gilt:

Clin(% Euva %(q)(ll;) e ¢(1)) Z12y)
= — 3l Cun (P{) + PED), (13.10)
mit lo =Rk So/muvg, (13.11)

wie in (11.16) bereits angegeben wurde.

Ubersetzt man Gl. (13.10) in die Sprache der
WieNER-Transformation, so erhilt man die gleiche
Beziehung wie (13.10) fir die WicNER-Transfor-
mierten StoBterme C{¥'*¥E®) Dies bedeutet, dal
die Summe der beiden Ausdriicke (13.2) und (13.5),
welche einen Beitrag zur Relaxationsgleichung fiir
b liefern, geschrieben werden kann als

. n X
o (20 -+ W) (b2 (X) — Ho e 2y

b l() Euvi *"fo z
(13.12)
Da nun aber

O(“IGVER)(?I(])_{_ 1{1(1)) + D(\\ IGVER)(Y](I)+ 11/(1))

wie in § 12 gezeigt wurde, im wesentlichen der lo-
kale, linearisierte StoBoperator w (") 6 (x1 — x2)
der WALDMANN-Gleichung ist, und andererseits bei
der Berechnung der Relaxationskonstante der von
D herrithrende Teil von o (W) keinen Beitrag lie-
fert, ist bewiesen, daf3 Gl. (11.13) einschlieflich des
Gliedes mit Iy aus der nicht-lokalen BorTzMANN-
Gleichung (6.1) folgt. Damit ist die Formulierung
der lokalen Drehimpulserhaltung durchgefiihrt.

Herrn Prof. Dr. L. WaLDMANN danke ich fiir die An-
regung zu dieser Arbeit und seine férdernde Anteilnahme
an deren Fortgang. Dem Bundesministerium fiir wissen-
schaftliche Forschung gilt mein Dank fiir eine Reisebei-
hilfe, welche es mir u.a. erméglichte, Herrn Prof. WaLD-
MANN an das Department of Chemical Engineering der
University of Minnesota in Minneapolis, USA zu begleiten,
wo ein Teil dieser Untersuchungen durchgefithrt wurde.



